EXERCICE 4 5 points

Partie A - Etude de la suite (u,,)

1 11 1 11 1 25+11 18
1. Calculons u; : uj==-|ug+—|==-[5+—|==x =,
2 upy) 2 5 2 5 5
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w=—\uyW+—J|==|-—-+t5|==%X|—+—==—.
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2. La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition (c’est une fraction ra-
tionnelle).

Pour tout réel strictement positif, on a :

f’(x)—1(1+11><_1)—1xx2_11—x2_11
2 x2) 20 x2 2x?

Pour tout x dans I'intervalle [v11; +oo[, ona:

x>Vl = x2 >11 car la fonction carré est croissante sur R*
— x*-11>0
x*-11 ) 5
Y =0 car, pour tout réel non nul, 2x“ >0
X
= f'(x)>0

Sur l'intervalle [v/11; +ool, f’ est a valeurs positives, donc f est croissante.

3. Remarque : on constate que la fonction f est telle que, pour tout entier naturel 7,
ona:

-

11
1

\/_1)=%(\/ﬁ+\/ﬁ):

1
Un+1 = f(uy), et parailleurs, on va calculer f (v11) = 5

V11

Pour tout entier naturel 7, on s'intéresse a I'inégalité : u, > u;+; > v11.

18
Initialisation :Pour n=0,ona u, =5et Uy = Uy = = = 3,6 et par ailleurs, on a
v 11 = 3,32 donc on a bien up > u; > Vv11. L'inégalité est vraie a l'indice 0.
Hérédité : Pour un entier naturel n quelconque fixé, on suppose que I'inégalité est
vraie pour l'indice n, c’est-a-dire quel'on a: u, > 1,4+ = v11.

Up 2 Up1 2 V11 = f(uy) 2 fups1) 2 f(\/ 11) car f est croissante sur [\/ 11; +oo[

= Up+1 = Ups2 = V11 grace aux éléments de la remarque

Conclusion : On a montré que 'inégalité est vraie pour I'indice 0, et que, pour tout
entier naturel n la véracité est héréditaire de I'indice n a I'indice (n + 1). En vertu
du principe de récurrence, on peut en déduire que :

Pour tout n naturel, ona: u, > u,+; > V11.
4. On anotamment :

e VneN, u,>=+V11:lasuite (u#,) est minorée par v11.
P

e YneN, u,> uye:lasuite (u,) est décroissante.

D’aprés le théoréme de convergence monotone, la suite est donc convergente vers
une limite a, telle que a > v'11.



5. u est une suite convergente vers une limite réelle a et u a une relation de récur-
rence de la forme :

VreN, upt1= f(uy)

ol f est une fonction continue sur R**, ensemble qui contient tous les termes de
la suite (car celle-ci est minorée par v'11 > 0).

D’apreés le théoreme du point fixe, on en déduit que la limite a de la suite doit étre
une solution de I'équation f(x) = x.

Résolvons cette équation dans R*™ :

fX)=x <= %(x+£):x

X
11
— x+—=2x
X
11
— —-x+—=0
X

— —x*+11=0 carsurR**, x>0

= x*=11

< x=V11  caronrésoutsur R**
Léquation n’a qu’une unique solution sur R**, c’est /11
On en conclut donc que la suite ne peut converger que vers v/11.
On adonc nEI-iI—l U, =v11.

o0

Partie B - Application géométrique

1. a. Lerectangle Ry a pour aire 11 et pour longueur Ly = 5, donc sa largeur ¢ est

11
telleque Lo x g =11 < ¢ = -

0
11
On a donc bien ¢ = = =2,2.

b. De fagon général, pour tout n entier naturel :

Le rectangle R, a pour aire 11 et pour longueur L,, donc sa largeur ¢, est telle
11
que Ly, x¥lp=11 < ¢, = —.
n

) L,+¢, 1 1 11
2. On sait que pour tout n naturel : L4, = - .

==Lp+ly)==(Lp+—
La relation de récurrence vérifiée par la suite (L,) est donc la méme que celle vé-
rifiée par la suite (1) dans la partie A. Comme de plus Ly = up = 5, les deux suites

sont donc rigoureusement égales.

3. Ala partie A, question 3., on a établi que la suite (u,), doncla suite (L) est minorée
par v11.

Onadonc v11 < L,. De plus:

1 1 . . L.
V1IL<L, == —> L_ car la fonction inverse est strictement décroissante sur R**
n

V11
_,un_n
V11~ Ln

car11>0

En prenant cette inégalité et celle dont on est parti, onabien: ¢, < v11 < L;,.



4. On admet que les suites (L) et (¢,;) convergent toutes les deux vers v/'11.

Géométriquement, cela veut dire que notre rectangle R, a des dimensions qui
tendent vers v/ 11, donc le rectangle tend vers un carré de coté v11.

item Ce script renvoie un encadrement de v'11 par les valeurs ¢, et L,, arrondies
au millioniéme prés, ou n est 'argument d’appel de la fonction.

a. Pourl'appel heron (3) le retour de la fonction sera donc ¢35 et Ls, arrondis au
millioniéme pres.
on obtient donc les valeurs suivantes : 3,316 606 , 3,316 643

b. Une interprétation de ces deux valeurs, c’est donc que le nombre /11 est
compris entre 3,316 606 et 3,316 643, soit un encadrement d'un amplitude in-
férieure 4 4 x 107, soit une précision importante, avec seulement trois itéra-
tions de notre algorithme.

Remarque :Ici, la fonction python a été appelée heron en référence a Héron d’Alexandrie
(qui a vécu sans doute au cours du ler siécle apres JC.).

La méthode de Héron ou méthode babylonienne est une méthode efficace d’extraction
de racine carrée, cest-a-dire de résolution de 'équation x? = a, avec a positif. Elle porte
le nom du mathématicien Héron d’Alexandrie, quil’expose dans le tome I de son ouvrage
Metrica (Les métriques), découvert seulement en 1896 mais certains calculs antérieurs,
notamment égyptiens, semblent prouver que la méthode est plus ancienne.  (source:
wikipedia)



