EXERCICE 2 6 points

On considere la fonction f définie sur R par

f)=In(e*—e*+1).

On note 6 sa courbe représentative représentée ci-dessous.
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Un éleve formule les conjectures suivantes a partir de cette représentation graphique::

1. Léquation f(x) = 2 semble admettre au moins une solution.
2. Le plus grand intervalle sur lequel la fonction f semble étre croissante est [-0,5 ; +ool.

3. L'équation de la tangente au point d’abscisse x = 0 semble étre: y =1,5x.

Le but de cet exercice est de valider ou rejeter les conjectures concernant la fonction f.

Partie A : Ftude d’une fonction auxiliaire

On définit sur R la fonction g définie par

gx)=e**—e*+1.

Ona lim 2x = X = —o0, donc lim eX = 0; d’autre part lim e* = 0, donc par somme de
X——00 X——00 X——00

limites lim g(x)=1.
X——00

On peut écrire g(x) =e* (e¥—1+e™).

Comme lim e*=+ococet lim e~ ¥~ oo et

X——00 X——00
enfin par produit de limites lim g(x) = +oo.
X——00

=0, on a par somme de limites lim e*—1+e”
X——00

g somme de fonctions dérivables sur R est dérivable sur cet intervalle et

g'(x) =2e** —e* =e* (2e" - 1).

D’apres la question précédente comme e* > 0, quel que soit le réel x, le signe de g’ (x) est celui
de 2e* - 1.

1 1
e 2 -1=0 < 2¢*=1 < e*= 3 — x= lnE = —In2 (par croissance de la fonction

logarithme népérien);

1 1
e 2 - 1>0 = 2e*>1 = ex>§ — x>ln5=—ln2;



1 1
e 26— 1<0 e 2e<] ex<§ — x<1n§:—1n2.

La fonction g est donc décroissante sur ] —oo; —In2[ et croissante sur] —1In2; +ool.

1 1 1 1 1

3
_ _ o—2In2 _ ,—In2 - = = _ - _ = _ -
Donc g(-In2) =e e +11—e2lr12 elnz+ = T eln2+1—4 2+1—4est1e

minimum de la fonction g sur R.

D’ou le tableau de variations :

X |—oo —1ln2 +00
g'w - 0 +
1 +00

3
4

5. Le minimum de la fonction g est supérieur a zéro, donc quel que soit x e R, g(x) > 0.
1\ 1 1\ 3

X-=| —=+1=(x-=] +=.
2 4 2 4

Sous cette écriture on voit que g(X) est un trindme somme de deux carrés dont I'un est supé-
rieur a zéro, donc g(X) > 0.

6. Enposant X =e*, g(x) = g(X) = X?-X+1=

Partie B

1. Quel quesoit x € R, f(x)=Ing(x).
Or on a vu dans la partie précédente que g(x) > 0, donc f est définie sur R.
2. f(x)=Ing(x) entraine

g/(x) _ zer _ex

gx) eX—e'+1’

flx)=

3. Soit 9 la tangente au point d’abscisse 0 :
OnaM(x; y) €Ty < y— f(0)= f(0)(x—0).

e f(0)=In(1-1+1)=In1=0;
2-1
[ ] ! = = :
(0 171 1, donc:
Mx; PYeJdy <<= y-0=1(x-0) < y=x.

2e2x _ ex _ g/(x)

e2X—e*+1  g(x)
de f'(x) est donc celui de g’(x) étudié dans la partie A.

4. Onavuque f'(x) = et dans la partie que le dénominateur g(x) > 0; le signe

Donc f'(x) <0sur]—oo; —In2[, d’ot1la fonction f est décroissante sur cet intervalle et f'(x) >0
sur ] —In2; +ool, d'oula fonction f est croissante sur cet intervalle.
3
5. « f(—In2)=Ing(-1n2) :an ~—-0,29;
e On avuque xEerg(x) = +00, donc par composition xl—l>IPooln g(x) = +oo.

La fonction f est continue car dérivable sur]-In2 ; +oo|, strictement croissante de f(—1n2) <2
a plus I'infini : d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires il existe un réel unique

a€]—-In2; +oo[ tel que f(a)=0.



La calculatrice donne :

f)=1,7et f(2)=3,8,doncl<a<2;
f@,1)=1,9et f(1,2)=2,2,doncl,1<a<1,2;
f(Q,12)=1,99et f(1,13) = 2,01,donc 1,12 < a < 1,13.

Partie C

Conjecture 1 : d’apres le résultat précédent elle est vraie;
Conjecture 2 : elle est fausse f est croissante sur | —In2; +ool;
Conjecture 3 : on a vu que I'équation de cette tangente est y = x : la conjecture est fausse.



